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1. Εισαγωγή 
 
Ο όρος Τεχνητό Νευρωνικό ∆ίκτυο (ΤΝ∆), αναφέρεται σε µια αρχιτεκτονική που εκτελεί 
αριθµητικούς υπολογισµούς χρησιµοποιώντας δοµή µαζικού παραλληλισµού (massively parallel 
structure) ή παράλληλης κατανεµηµένης επεξεργασίας (parallel distributed processing). Τα ΤΝ∆ 
απαρτίζονται από τεχνητούς νευρώνες που αλληλεπιδρούν µέσω συνδέσµων που ονοµάζονται 
συντελεστές βάρους ή απλά βάρη. Θετικά ή αρνητικά βάρη αντιστοιχούν σε συνάψεις που 
µεταδίδουν ή αναστέλλουν ερεθίσµατα από άλλους νευρώνες. 
 
Η µάθηση στά ΤΝ∆ αποτελεί ένα µέσο δυναµικής αναπαράστασης κωδικοποιηµένης 
πληροφορίας στους νευρώνες ενός ΤΝ∆. Η προσέγγιση ότι η εκπαίδευση ΤΝ∆ µε επίβλεψη 
αντιστοιχεί στην ελαχιστοποίηση της συνάρτησης σφάλµατος οδηγεί στην ανάπτυξη αλγορίθµων 
µάθησης που βασίζονται στην αριθµητική ελαχιστοποίηση χωρίς περιορισµούς, και ιδιαίτερα σε 
τεχνικές που χρησιµοποιούν πληροφορία σχετική µε τη συνάρτηση σφάλµατος, όπως η µέθοδος 
συζυγών κλίσεων και η µέθοδος του Newton (Luenberger 1969, Ortega & Rheinboldt 1970, 
Polak 1997). Οι δύο αυτές µέθοδοι χρησιµοποιούν, µολονότι µε διαφορετικό τρόπο, το διάνυσµα 
των µερικών παραγώγων πρώτης τάξης και την Εσσιανή (δεύτερης τάξης µερικές παράγωγοι) 
της συνάρτησης σφάλµατος. 
 
Στην εργασία του Battiti (1992) παρουσιάζεται µια επισκόπιση τεχνικών ελαχιστοποίησης µε 
χρήση παραγώγων πρώτης και δεύτερης τάξης, η οποίες εφαρµόζονται στην εκπαίδευση των 
ΤΝ∆ µε επίβλεψη. Περιγραφή σε ψευδοκώδικα των µεθόδων που καταγράφονται παρακάτω 
υπάρχει στις εργασίες των Beigi et al. (1993), Møller (1993) και van der Smagt (1994), καθώς 
και στα βιβλία των Kung (1993) και Haykin (1994). 
 
• Η µέθοδος µέγιστης κλίσης (steepest descent) και οι τροποποιήσεις της. Η µέθοδος αυτή 

χαρακτηρίζεται από πολύ καλή απόδοση όταν οι αρχικές τιµές του διανύσµατος βαρών είναι 
µακριά από το ελάχιστο, κάτι που ισχύει στις περισσότερες περιπτώσεις εκπαίδευσης ΤΝ∆. 
Ωστόσο, η σύγκλισή της στην περιοχή του ελαχίστου χαρακτηρίζεται από εξαιρετική 
βραδύτητα. Σηµαντικοί περιορισµοί για τη χρήσης της µεθόδου στα ΤΝ∆ είναι η αδυναµία 
της για εγγύηση σύγκλισης στο ολικό ελάχιστο καθώς και η χρήση σταθερού µήκους 
βήµατος που πολλές φορές εµποδίζει τη σύγκλιση ακόµα και σε ένα τοπικό ελάχιστο. 
Επιπλέον, η µέθοδος δεν εγγυάται τη µείωση της συνάρτησης σφάλµατος σε κάθε 
επανάληψη του αλγορίθµου µάθησης. Για πρόσφατες τροποποιήσεις, βελτιώσεις και 
εφαρµογές αυτής της µεθόδου στα νευρωνικά δίκτυα, βλέπε Magoulas et al. (1997b), 
Magoulas et al. (1999), Magoulas et al. (2000a), Magoulas et al. (2000b), Magoulas & 



 

 

Vrahatis (2000), Plagianakos et al. (1999a), Plagianakos et al. (1999b), Vrahatis et al. 
(2000a) και Vrahatis et al. (2000b). 

 
• Η µέθοδος συζυγών κλίσεων (conjugate gradient) και οι επεκτάσεις της. Η εκπαίδευση των 

ΤΝ∆ σε πολλές εφαρµογές απαιτεί την προσαρµογή αρκετών εκατοντάδων ή ακόµα 
χιλιάδων βαρών. Οι µέθοδοι συζυγών κλίσεων µπορούν να αντιµετωπίσουν προβλήµατα 
µεγάλης κλίµακας και να τεθούν σε εφαρµογή σε υπολογιστές πολλαπλών επεξεργαστών. 
Αρκετοί αλγόριθµοι µάθησης βασιζόµενοι σε αυτές τις µεθόδους έχουν παρουσιαστεί 
(Battiti 1989, Kramer & Sangiovanni-Vincentelli 1989, Møller 1990) και τα αποτελέσµατα 
δείχνουν αυξηµένη ταχύτητα µάθησης σε σχέση µε τις µεθόδους µέγιστης κλίσης. Ωστόσο, 
χρησιµοποιούν ευθύγραµµη ανίχνευση (line search) για τον καθορισµό του κατάλληλου 
µήκους βήµατος αυξάνοντας την υπολογιστική πολυπλοκότητα της διεργασίας µάθησης µε 
αρκετούς υπολογισµούς της συνάρτησης του ολικού τετραγωνικού σφάλµατος µάθησης ή 
των παραγώγων της ενώ η απόδοσή τους εξαρτάται από την ακρίβεια της ευθύγραµµης 
ανίχνευσης (Johansson et al. 1990). Χαρακτηριστικό των µεθόδων είναι ότι δεν ακολουθούν 
πάντα κατευθύνσεις µείωσης (descent directions) του σφάλµατος µε αποτέλεσµα να 
εµφανίζεται αριθµητική αστάθεια. Επιπλέον αποτυγχάνουν όταν τα αρχικά βάρη είναι 
µακριά από το επιθυµητό ελάχιστο (συνηθισµένο φαινόµενο στα ΤΝ∆) εξαιτίας του ότι η 
Εσσιανή δεν είναι θετικά ορισµένη σε διάφορες περιοχές του χώρου των βαρών. 

 
• Η µέθοδος του Newton. Η µέθοδος Newton θεωρείται ως η βασικότερη µέθοδος εύρεσης 

τοπικού ελαχίστου µε χρήση παραγώγων δεύτερης τάξης, όταν οι αρχικές τιµές του 
διανύσµατος παραµέτρων είναι κοντά στο ελάχιστο. Η χρήση της στα ΤΝ∆ περιορίζεται από 
το γεγονός ότι απαιτεί γνώση της Εσσιανής, αναλυτικός υπολογισµός της οποίας είναι 
πολύπλοκος και κοπιώδης για ΤΝ∆ µε περισσότερα από εκατό βάρη. Ακόµα και στην 
περίπτωση που η Εσσιανή είναι διαθέσιµη, η αντιστροφή της παραµένει µια χρονοβόρα 
διαδικασία που τις περισσότερες φορές επιβαρύνει τη διαδικασία εκπαίδευσης πιο πολύ από 
µερικές ακόµα επαναλήψεις µιας απλούστερης µεθόδου. Επιπλέον µειονεκτήµατα αποτελούν 
η πολυπλοκότητά της ανά επανάληψη και η υπόθεση της θετικά ορισµένης Εσσιανής, διότι 
στα ΤΝ∆ η Εσσιανή µπορεί να είναι αρνητικά ορισµένη, να έχει µηδενική ορίζουσα (singular) 
ή ακόµα να έχει µεγάλο συντελεστή αστάθειας (ill-conditioned). 

 
• Η µέθοδος µεταβλητής µετρικής Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS). Η µέθοδος 

αυτή έχει καλές ιδιότητες σύγκλισης τόσο θεωρητικά όσο και πρακτικά. Υπολογίζει µια 
προσέγγιση της Εσσιανής µειώνοντας έτσι την πολυπλοκότητα σε σχέση µε την µέθοδο 
Newton. Επιπλέον η Εσσιανή της ορίζεται θεωρητικά ως συµµετρική και θετικά ορισµένη 
κάτι που εγγυάται την αριθµητική ευστάθεια του αλγορίθµου. Ο Watrous (1987) εφάρµοσε 
για πρώτη φορά αυτή τη µέθοδο στην εκπαίδευση των ΤΝ∆. Πέτυχε να επιταχύνει τη 
διαδικασία εκπαίδευσης σε σχέση µε τις µεθόδους µέγιστης κλίσης και συζυγών κλίσεων, 
ωστόσο η υπολογιστική πολυπλοκότητα της BFGS είναι σηµαντικά υψηλότερη της µεθόδου 
µέγιστης κλίσης αφού εκτελεί ευθύγραµµη ανίχνευση όπως η µέθοδος συζυγών κλίσεων, 
ενώ οι υπολογισµοί που εκτελούνται (υπολογισµός της κατεύθυνσης, αντιστροφή Εσσιανής, 
υπολογισµός λύσης) είναι ανάλογοι του τετραγώνου των βαρών. Πέρα από τα υπολογιστικά 
προβλήµατα, σηµαντικό µειονέκτηµα της µεθόδου στα ΤΝ∆ είναι ότι ο απαιτούµενος χώρος 
µνήµης για την αποθήκευση της Εσσιανής εξαρτάται από το τετράγωνο του αριθµού των 
βαρών του δικτύου κάτι που καθιστά την εφαρµογή της προβληµατική για ΤΝ∆ µε µερικές 
εκατοντάδες βάρη. Επίσης στην πράξη είναι δύσκολο να αντιστραφεί η Εσσιανή µια και ο 
χρόνος που απαιτείται είναι, στις περισσότερες περιπτώσεις, µεγαλύτερος από αυτόν που 
χρειάζεται για µερικές ακόµα επαναλήψεις της µεθόδου µέγιστης κλίσης. Παρόµοια 



 

 

συµπεράσµατα παρουσιάστηκαν και σε άλλες εργασίες (Battiti & Masulli 1990, van der 
Smagt 1994). Παρόλα αυτά η µέθοδος παραµένει ανταγωνιστική όταν ο αριθµός των 
προτύπων προς µάθηση είναι πολύ µεγάλος. Τότε, ο υπολογισµός της συνάρτησης 
σφάλµατος είναι κοπιώδης και η ταχύτητα µείωσης του σφάλµατος µάθησης παίζει το 
σπουδαιότερο ρόλο.  

 
• Η µέθοδος BFGS µε περιορισµένη µνήµη για προβλήµατα µεγάλης κλίµακας. Αν και το 

πρόβληµα της διαθέσιµης µνήµης αποθήκευσης δεν είναι πλέον τόσο σηµαντικό όσο πριν 
µια δεκαετία, η µέθοδος αυτή, που οµοιάζει της µεθόδου BFGS, αποφεύγει την αποθήκευση 
των πινάκων και έτσι είναι πιο εύχρηστη σε προβλήµατα µεγάλης κλίµακας (Liu & Nocedal 
1989, Kung 1993). Ο Battiti (1990, 1992) στηριζόµενος σε αυτή τη µέθοδο και 
αναγνωρίζοντας ότι το υπολογιστικό κόστος παραµένει εξαιρετικά υψηλό για δίκτυα µε 
περισσότερα από εκατό βάρη πρότεινε µια τροποποίησή της µε πολυπλοκότητα ανάλογη του 
αριθµού των βαρών. Η µέθοδος αυτή µπορεί να χρησιµοποιηθεί µόνο για µάθηση ανά οµάδα 
προτύπων, κάτι που αποτελεί περιοριστικό παράγοντα για τη χρήση της, ενώ η ταχύτητα 
εκπαίδευσης βελτιώνεται σε σχέση µε τη µέθοδο µέγιστης κλίσης µόνο στην περίπτωση που 
απαιτείται υψηλή ακρίβεια στην εύρεση της λύσης. Στην πράξη ωστόσο, η ακριβής εύρεση 
του ελαχίστου αντιστοιχεί σε αποµνηµόνευση του συνόλου των προτύπων και σε πολλές 
εφαρµογές περιορίζει την ικανότητα γενίκευσης του ΤΝ∆. 

 
 
2. Μάθηση µε επαναληπτική προσαρµογή των βαρών 
 
Η εκπαίδευση µε επίβλεψη µπορεί να ταυτιστεί µε το πρόβληµα της ελαχιστοποίησης της 
συνάρτησης σφάλµατος του ΤΝ∆, η οποία θα συµβολίζεται παρακάτω µε E, θεωρείται συνεχής 
και παραγωγίσιµη και εξαρτάται από q βάρη. Το ζητούµενο είναι η εύρεση ενός *w  τέτοιο 
ώστε: 

).(min* ww
w

E=  

Στη συνέχεια θα ασχοληθούµε µε αλγόριθµους µάθησης που προσαρµόζουν τα βάρη µε την 
επαναληπτική σχέση:  

w w dk k k k+ = +1 α ,                                                       (1) 
όπου dk είναι η κατεύθυνση ανίχνευσης (search direction) και α k  είναι το µήκος του βήµατος, 
το οποίο λαµβάνεται µέσω µονοδιάστατης ανίχνευσης και καθορίζει το ρυθµό µάθησης.  
 
Η κατεύθυνση ανίχνευσης στην περίπτωση των µεθόδων συζυγών κλίσεων έχει την παρακάτω 
µορφή: 

1)( −+−∇= kkkk E dwd β  
όπου το βαθµωτό β k  επιλέγεται έτσι ώστε να προκύπτει η γραµµική µέθοδος συζυγών κλίσεων 
όταν η συνάρτηση είναι τετραγωνική και η ευθύγραµµη ανίχνευση ακριβής. Μια άλλη 
κατηγορία µεθόδων ακολουθεί την κατεύθυνση ανίχνευσης που ορίζεται ως εξής: 

)(1
kkk E wBd ∇−= − ,                                                        (2) 

όπου Bk είναι ένας συµµετρικός πίνακας µη ιδιάζων (nonsingular), δηλαδή έχει µη µηδενική 
ορίζουσα. Ειδικές περιπτώσεις δίνονται από τις σχέσεις: 
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Οι µέθοδοι µεταβλητής µετρικής είναι επίσης της µορφής (2), αλλά στην περίπτωση αυτή ο 
πίνακας Bk δεν είναι µόνο συνάρτηση του wk, αλλά εξαρτάται και από τα Bk-1 και wk-1. 
 
Σηµαντικό για όλους τους αλγόριθµους µάθησης είναι η κατεύθυνση ανίχνευσης dk να είναι 
κατεύθυνση µείωσης της συνάρτησης σφάλµατος, δηλαδή: 

0)(T <∇ kk E wd  
ώστε η τιµή της συνάρτησης σφάλµατος να µειώνεται ακολουθώντας ένα µικρό βήµα κατά 
µήκος της dk. Η κατεύθυνση της µεθόδου µέγιστης κλίσης θεωρείται τοπικά ως η κατεύθυνση 
της ταχύτερης µείωσης, ενώ για µεθόδους που οµοιάζουν της µεθόδου Newton (2) η dk είναι 
κατεύθυνση µείωσης της συνάρτησης όταν ο πίνακας Bk είναι θετικά ορισµένος. Στην περίπτωση 
των αλγόριθµων µάθησης που βασίζονται στη µέθοδο συζυγών κλίσεων απαιτείται προσεκτική 
επιλογή της στρατηγικής ευθύγραµµης ανίχνευσης που θα χρησιµοποιηθεί ώστε να επιτύχουµε 
κατεύθυνση µείωσης. Η απαίτηση αυτή σχετικά µε την κατεύθυνση ανίχνευσης αποτελεί και τη 
βάση της ανάπτυξης των αλγόριθµων ευρείας σύγκλισης, δηλαδή µε σύγκλιση σε ένα ελάχιστο 
από οποιαδήποτε αρχική συνθήκη (Dennis & Schnabel 1983, Byrd et al. 1987) και αποτελεί 
επιθυµητό χαρακτηριστικό κάθε αλγόριθµου µάθησης (Battitti 1992). 
 
Τέλος είναι εµφανές από τα παραπάνω ότι η ελαχιστοποίηση της συνάρτησης σφάλµατος E(w) 
απαιτεί τον υπολογισµό των µερικών παραγώγων )(wE∇  της E(w) ως προς τα βάρη του ΤΝ∆. 
Εποµένως, είναι απαραίτητο η συνάρτηση σφάλµατος να ικανοποιεί τις υποθέσεις για την 
ύπαρξη των παραγώγων πρώτης τάξης. Ασφαλώς αυτό περιορίζει τη µορφή της E(w) και 
καθιστά απαραίτητο οι νευρώνες του ΤΝ∆ να ακολουθούν µοντέλα που επιτρέπουν τον ορισµό 
της παραγώγου για κάθε νευρώνα. 
 
Η δηµοφιλέστερη τεχνική για τον αναλυτικό υπολογισµό των µερικών παραγώγων της E(w) 
είναι ο αλγόριθµος οπισθοδροµικής διάδοσης του σφάλµατος (backpropagation). Η πρώτη 
προσέγγιση της τεχνικής αυτής οφείλεται στον Werbos (1974), ενώ η µορφή που έγινε ευρέως 
γνωστή και καθιερώθηκε στο χώρο των ΤΝ∆ οφείλεται στους Rumelhart et al. (1986). Η 
αναλυτική περιγραφή του αλγόριθµου οπισθοδροµικής διάδοσης του σφάλµατος υπάρχει σε όλα 
τα βιβλία σχετικά µε ΤΝ∆ και δε θα µας απασχολήσει εδώ. Ωστόσο, αξίζει να αναφερθούν οι 
προσπάθειες των Saarinen (1992) και Rojas (1993) για µια απλή και συνάµα γενική περιγραφή 
του αλγόριθµου, πέρα από τη συνηθισµένη που συναντιέται στη βιβλιογραφία και να τονιστεί η 
δυνατότητα παράλληλης υλοποίησής του µε τεχνολογία VLSI η οποία αποτελεί πόλο έλξης για 
τις εφαρµογές ΤΝ∆. 
 
Χρησιµοποιώντας τον αλγόριθµο οπισθοδροµικής διάδοσης του σφάλµατος µπορούµε να 
υπολογίσουµε το σύνολο των q µερικών παραγώγων της συνάρτησης σφάλµατος του δικτύου ως 
προς τα στοιχεία του διανύσµατος w για ένα πρότυπο p (βλέπε Rumelhart et al. 1986). 
Επαναλαµβάνοντας τους υπολογισµούς για όλα τα πρότυπα p P∈ 1, , όπου P είναι το πλήθος 
των προτύπων που απαρτίζουν το σύνολο των παραδειγµάτων προς µάθηση, καταλήγουµε σε 
ένα Pq ×  πίνακα µερικών παραγώγων, που χρησιµοποιείται για την περίπτωση µάθησης ανά 
οµάδα προτύπων εισόδου.  
 
Για την περίπτωση µάθησης ανά πρότυπο p εισόδου χρησιµοποιείται µια στιγµιαία προσέγγιση, 
που δεν είναι άλλη από τη στήλη του πίνακα των µερικών παραγώγων, που αντιστοιχεί στο 
πρότυπο p. Έχει βρεθεί πειραµατικά ότι σε πολλά προβλήµατα εκπαίδευσης ΤΝ∆, ο παραπάνω 
πίνακας των µερικών παραγώγων έχει µεγάλο συντελεστή αστάθειας, γεγονός που οδηγεί σε 



 

 

ελλιπείς πληροφορίες σχετικά µε τις κατευθύνσεις ανίχνευσης και έχει ως αποτέλεσµα 
εξαιρετικά βραδύ χρόνο µάθησης (Saarinen et al. 1992).  
 
 

3. Η Εσσιανή της συνάρτησης σφάλµατος και οι προσεγγίσεις της 
 
Η πληροφορία των δευτέρων παραγώγων της συνάρτησης σφάλµατος ως προς τα βάρη που 
περιέχεται στην Εσσιανή )(2

kE w∇  έχει µεγάλη θεωρητική και πρακτική αξία. Για παράδειγµα, 
επιτρέπει την εφαρµογή σύνθετων αλγόριθµων τύπου Newton για την εκπαίδευση ΤΝ∆, όπως 
αυτοί που πρότεινε ο Watrous (1987), εµφανίζεται σε αρκετές τεχνικές πρόβλεψης και ενίσχυσης 
της γενίκευσης των ΤΝ∆, όπως αυτές των MacKay (1991), Moody (1992), Le Cun et al. (1990), 
Hassibi & Stork (1993) και βοηθά στη µελέτη και τη σύγκριση της συµπεριφοράς των 
αλγόριθµων µάθησης, χρησιµοποιώντας τα ιδιοδιανύσµατα των ακραίων ιδιοτιµών της 
Εσσιανής, όπως πρότειναν οι Androulakis et al. (1997). 
 
Μια τεχνική αναλυτικού υπολογισµού της Εσσιανής δεν εφαρµόζει απλά τον κανόνα 
παραγώγισης των πεπλεγµένων συναρτήσεων. Ασφαλώς και οι δύο καταλήγουν στο ίδιο 
αποτέλεσµα αλλά όπως και στην περίπτωση του αλγόριθµου οπισθοδροµικής διάδοσης του 
σφάλµατος για τον υπολογισµό του πίνακα των µερικών παραγώγων, η σηµασία της τεχνικής 
του αναλυτικού υπολογισµού της Εσσιανής είναι ότι επιτρέπει την οργάνωση των δεδοµένων µε 
τρόπο ώστε να αποφεύγονται περιττοί υπολογισµοί, καθώς ο υπολογισµός της Εσσιανής 
περιλαµβάνει επαναλαµβανόµενο υπολογισµό των ίδιων όρων. ∆ιάφορες τεχνικές έχουν 
προταθεί για να αντιµετωπιστεί η περιπλοκότητα του αναλυτικού υπολογισµού δεύτερων 
παραγώγων για ένα ΤΝ∆ µε q  βάρη, που είναι ανάλογη του τετραγώνου του πλήθους των 
βαρών O q( )2  (Werbos et al. 1992, Bishop 1992, Buntine & Weigend 1994).  
 
Η τεχνική των Buntine και Weigend είναι η γενικότερη καθώς εφαρµόζεται σε ΤΝ∆ 
οποιασδήποτε αρχιτεκτονικής και συνάρτησης ενεργοποίησης. Ωστόσο, οι υπολογισµοί 
επιβαρύνονται και από την αντιστροφή της Εσσιανής που είναι απαραίτητη σε πολλούς 
αλγόριθµους µάθησης και πρέπει να επαναλαµβάνεται σε κάθε επανάληψη του αλγόριθµου. 
Απαραίτητη προϋπόθεση είναι η Εσσιανή να έχει µη µηδενική ορίζουσα ώστε να µπορεί να γίνει 
η αντιστροφή της. ∆υστυχώς παρατηρείται ότι κατά τη διαδικασία εκπαίδευσης η Εσσιανή είναι 
ως επί το πλείστον µη αντιστρέψιµη. Επιπλέον, πειραµατικά αποτελέσµατα δείχνουν πως έχει 
µεγάλο συντελεστή αστάθειας, εισάγοντας πρόσθετες υπολογιστικές δυσχέρειες (Saarinen et al. 
1992). Τα υπολογιστικά προβλήµατα συνδυάζονται και µε προβλήµατα αποθήκευσης για ΤΝ∆ 
µε αρκετές εκατοντάδες βάρη καθώς ο χώρος αποθήκευσης που απαιτείται για ένα δίκτυο µε q  
βάρη είναι qq × . Για αυτούς τους λόγους έχουν προταθεί διάφορες τεχνικές για την προσέγγιση 
πληροφοριών που σχετίζονται µε την συµπεριφορά της επιφάνειας σφάλµατος σε κάθε 
επανάληψη και περιέχονται στην Εσσιανή. Οι τεχνικές προσέγγισης που ενσωµατώνονται στους 
αλγόριθµους µάθησης λαµβάνουν ποικίλες µορφές: 
 
• Αλγόριθµοι µάθησης βασισµένοι σε προσεγγίσεις της Εσσιανής. Για µεγάλα ΤΝ∆ ο αναλυτικός 

υπολογισµός της Εσσιανής έχει απαγορευτικό υπολογιστικό κόστος. Οι Becker & Le Cun 
(1988) πρότειναν την απλή προσέγγιση της Εσσιανής από τη διαγώνιό της και τη 
χρησιµοποίησαν σε έναν αλγόριθµο µάθησης τύπου Newton. Ο Fahlman (1988) 
χρησιµοποίησε στον αλγόριθµο Quickprop πεπερασµένες διαφορές για να προσεγγίσει τη 
διαγώνιο (βλέπε Vrahatis et al. 2000b, για µια βελτίωση και απόδειξη σύγκλισης), ενώ οι El-



 

 

Jaroudi & Makhoul (1990) προσέγγισαν τµήµατα της Εσσιανής θεωρώντας ότι τα βάρη που 
συνδέουν διαφορετικούς νευρώνες δεν επιδρούν στην Εσσιανή. Μια νέα προσέγγιση σε 
αλγόριθµους µάθησης που χρησιµοποιούν τη δεύτερη παράγωγο προτείνει την ελάττωση της 
διάστασης του προβλήµατος µετασχηµατίζοντας την Εσσιανή σε έναν πίνακα ελαττωµένης 
διάστασης. Σε αυτήν την ελαττωµένη Εσσιανή οι δεύτερες παράγωγοι προσεγγίζονται µε 
πεπερασµένες διαφορές και ο απαιτούµενος χώρος για την αποθήκευσή της είναι της τάξης 
( ) ( )q q− × −1 1 . Ο αλγόριθµος χρησιµοποιεί µόνο το πρόσηµο των παραγώγων, δεν απαιτεί 
αντιστροφές πινάκων και εµφανίζει βελτιωµένη συµπεριφορά σε περιπτώσεις που η Εσσιανή 
έχει µηδενική ορίζουσα ή µεγάλο συντελεστή αστάθειας. Σε κάθε επανάληψη 
προσαρµόζονται τα ( )q −1  βάρη ενώ το q  βάρος, που αποµένει, υπολογίζεται από τις τιµές 
των άλλων (Magoulas et al. 1997a).  

 
• Αλγόριθµοι µάθησης χωρίς απευθείας υπολογισµό της Εσσιανής. Αυτή η περίπτωση αφορά 

συνήθως αλγόριθµους µάθησης που βασίζονται σε συζυγείς κλίσεις και χρησιµοποιούν 
δεύτερες παραγώγους κατά την ευθύγραµµη ανίχνευση. Σε αυτές τις περιπτώσεις δεν είναι 
απαραίτητος ο υπολογισµός ολόκληρης της Εσσιανής αλλά ο υπολογισµός του γινοµένου 
της Εσσιανής µε ένα διάνυσµα. Πεπερασµένες διαφορές και ακριβής υπολογισµός του 
γινοµένου έχουν προταθεί για αυτές τις περιπτώσεις (Møller 1993, Pearlmutter 1994). Η 
τεχνική που πρότεινε ο Pearlmutter βρίσκει εφαρµογή και σε άλλους αλγόριθµους µάθησης 
όπως αυτούς που πρότειναν οι Ackley et al. (1985), o Almeida (1987) και ο Pineda (1987). 
Ενώ η προσέγγιση µε πεπερασµένες διαφορές χρησιµοποιήθηκε και σε αλγόριθµους 
µάθησης που βασίζονται στη µέθοδο µέγιστης κλίσης για την εκτίµηση των ιδιοδιανυσµάτων 
και ιδιοτιµών της Εσσιανής µε σκοπό τη µελέτη της τοπικής σύγκλισης αυτών των 
αλγόριθµων (Le Cun et al. 1991, Pearlmutter 1992) και την εκτίµηση του µεγαλύτερου 
δυνατού ρυθµού µάθησης για κάθε επανάληψη της διαδικασίας εκπαίδευσης (Le Cun et al. 
1993). Στην τελευταία περίπτωση ο αλγόριθµος µάθησης επιβαρύνεται, για µερικές 
επαναλήψεις στην αρχή της εκπαίδευσης, µε αρκετούς επιπλέον υπολογισµούς της 
συνάρτησης σφάλµατος.  

 
Τέλος πρέπει να αναφερθεί πως οι αλγόριθµοι µάθησης που χρησιµοποιούν την πληροφορία της 
Εσσιανής ή τις προσεγγίσεις της µπορούν να χρησιµοποιηθούν µόνο για µάθηση ανά οµάδα 
προτύπων, εξαιτίας του ισχυρού υπολογιστικού κόστους κάθε επανάληψης. 

 
 

4. Αλγόριθµοι µάθησης µέγιστης κλίσης  
 
Οι µέθοδοι µέγιστης κλίσης αποτελούν την πιο δηµοφιλή κατηγορία αλγόριθµων µάθησης. Η 
εφαρµογή τους είναι απλή και ταυτόχρονα αποτελεσµατική είτε για µάθηση ανά οµάδα προτύπων 
εισόδου (ντετερµινιστική προσέγγιση) είτε για µάθηση ανά πρότυπο εισόδου (στοχαστική 
προσέγγιση). Η κατεύθυνση ανίχνευσης των µεθόδων µέγιστης κλίσης θεωρείται τοπικά ως η 
κατεύθυνση της ταχύτερης µείωσης του σφάλµατος µάθησης.  
 
Όπως είναι γνωστό η ελαχιστοποίηση της συνάρτησης σφάλµατος E(w) µε q παραµέτρους 
απαιτεί µια ακολουθία { } ∞

=0kkw , όπου k δηλώνει επαναλήψεις, η οποία συγκλίνει σε ένα σηµείο 

w∗  που ελαχιστοποιεί το σφάλµα µάθησης E(w). Η παρακάτω επαναληπτική σχέση, που 
προτάθηκε από το Goldstein το 1962, χρησιµοποιείται ευρέως για την προσαρµογή των βαρών 
ενός ΤΝ∆: 



 

 

),(1 kkkkkkk E wwdww ∇−=+=+ αα                                            (3) 
όπου το d δηλώνει µια φραγµένη απεικόνιση, ορισµένη στην περιοχή 

)}()(:{ 0www EES ≤= , που ικανοποιεί την ανισότητα 0)()( T ≥∇ wdwE  έτσι ώστε για ένα 
ε > 0,  υπάρχει δ > 0  για το οποίο: 

δ<∇ )()( T wdwE    �    .)( ε<∇ wE  

Επιπλέον, η ακολουθία { } ∞
=0kkw  συγκλίνει σε ένα τοπικό ελάχιστο w∗  της E όταν ο ρυθµός 

µάθησης ικανοποιεί τη σχέση: 

sup ( )H w ≤ < ∞1
α

 

σε µια φραγµένη περιοχή όπου ισχύει η σχέση E E( ) ( )w w≤ 0  και H δηλώνει την Εσσιανή της E 
ως προς το διάνυσµα w (Goldstein, 1962).  
 
Κάνοντας µια µικρή ιστορική αναδροµή στο πρόβληµα της επιλογής του ρυθµού µάθησης πρέπει 
να αναφερθεί ότι πρώτος ο Goldstein (1965) πρότεινε µια σχέση που βασίζεται στην Εσσιανή 
και µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τον καθορισµό τουα . Ο ίδιος επίσης απέδειξε τη σύγκλιση 
της µεθόδου όταν ),()( wwd E−∇≡  µε την προϋπόθεση ότι E C∈ 2

 (δηλαδή είναι δύο φορές 
συνεχώς παραγωγίσιµη) και έδωσε µια εκτίµηση του ρυθµού σύγκλισής της για την περίπτωση 
που είναι γνωστό ένα φράγµα της νόρµας της H στην περιοχή S( )w0 . Αυτά τα αποτελέσµατα 
επεκτάθηκαν το 1967 για την περίπτωση ),()( 1 wBwd Ek ∇−≡ −  όπου Bk  είναι µια προσέγγιση 

της Εσσιανής στο w∗
, χρησιµοποιώντας µόνο τιµές της συνάρτησης και του διανύσµατος των 

παραγώγων της, ενώ παρουσιάστηκε και ένα αποτέλεσµα για τον ολικό ρυθµό σύγκλισης της 
µεθόδου, ο οποίος είναι υπερ-γραµµικός (Goldstein & Price, 1967).  
 
Ακολουθώντας µια διαφορετική προσέγγιση που δε χρησιµοποιεί την Εσσιανή αλλά τη σταθερά 
Lipschitz, ο Armijo πρότεινε το 1966 την πρώτη µέθοδο µέγιστης κλίσης που επέτρεπε 
µεταβλητό a  και απέδειξε τη σύγκλισή της υπό λιγότερο αυστηρές προϋποθέσεις από ότι ο 
Goldstein (Armijo 1966). Μια βελτίωση της µεθόδου αυτής για την εκπαίδευση νευρωνικών 
δικτύων πρότειναν οι Magoulas et al. (1997b). 
 
Στο χώρο της εκπαίδευσης των ΤΝ∆ η επιλογή του κατάλληλου ρυθµού µάθησης έχει σχετιστεί 
µε τις ιδιοτιµές της Εσσιανής (LeCun et al. 1993), ο υπολογισµός των οποίων είναι επίπονος 
ακόµα και όταν χρησιµοποιείται µια προσέγγιση της Εσσιανής (Becker & Le Cun 1988, LeCun 
et al. 1993). Έτσι στις εφαρµογές οι χρήστες συνήθως επιλέγουν αυθαίρετα το ρυθµό µάθησης 

10 <<α , καθώς σχετικά µικρές τιµές βοηθούν στο να διατηρηθεί η ευστάθεια του αλγόριθµου 
µάθησης. Το ζήτηµα της εύρεσης ενός κατάλληλου ρυθµού µάθησης ώστε η ακολουθία 
{ } ∞

=0kkw να συγκλίνει σε ένα ελάχιστο w∗  της E αποτελεί σηµαντικό αντικείµενο έρευνας στα 
ΤΝ∆.  

 
 

5. Αλγόριθµοι µάθησης µε τοπική σύγκλιση 
 
Η µάθηση µε αλγόριθµους τοπικής σύγκλισης χρησιµοποιεί την πληροφορία της Εσσιανής, ή 
των προσεγγίσεών της. Ειδικότερα, η Εσσιανή χρησιµοποιείται στην περιγραφή των µεθόδων 



 

 

συζυγών κλίσεων, παίζει βασικό ρόλο στη µέθοδο Newton, ενώ οι προσεγγίσεις της 
χρησιµοποιούνται στις µεθόδους µεταβλητής µετρικής. 
 
Θεωρώντας ότι η συνάρτηση σφάλµατος σε ένα σηµείο w προσεγγίζεται τοπικά από µια 
τετραγωνική συνάρτηση και αναπτύσσοντάς τη γύρω από την k εκτίµηση ενός τοπικού 
ελάχιστου wk , λαµβάνουµε την παρακάτω σχέση ανάµεσα στις συναρτησιακές τιµές των δύο 
σηµείων: 

),)(()(
2
1)()()()( 2TT

kkkkkk EEEE wwwwwwwwww −∇−+−∇=−               (4) 

και η οποία έχει ένα µοναδικό ελάχιστο στο σηµείο  
),()( 12

1 kkkk EE wwww ∇∇−= −
+                                               (5) 

τότε και µόνο τότε εάν η Εσσιανή )(2
kE w∇  είναι θετικά ορισµένη. Η (5) δίνει σε κάθε 

επανάληψη του αλγόριθµου µάθησης µια νέα εκτίµηση wk +1  των βέλτιστων βαρών βασισµένη 
σε µια προηγούµενη εκτίµησή τους wk  σύµφωνα µε τη µέθοδο Newton. ∆υστυχώς, παρά τον 
τετραγωνικό ρυθµό σύγκλισης προς το ελάχιστο που χαρακτηρίζει τη µέθοδο Newton, η χρήση 
της στους αλγόριθµους µάθησης περιορίζεται σηµαντικά από την πολυπλοκότητα των πράξεων 
υπολογισµού και αντιστροφής της Εσσιανής καθώς και από την τοπική της σύγκλιση. Το ζήτηµα 
περιπλέκεται περισσότερο καθώς στην εκπαίδευση ΤΝ∆ δεν παρέχεται καµία εγγύηση ότι η 
Εσσιανή είναι πάντοτε αντιστρέψιµη. Επιπλέον έχει βρεθεί πως έχει µεγάλο συντελεστή 
αστάθειας (Saarinen et al. 1992). Ο Battiti (1992) προτείνει διάφορες τροποποιήσεις στη µέθοδο 
Newton που διευκολύνουν τη χρήση της για την εκπαίδευση δικτύων πρόσθιας τροφοδότησης. 
 
Σχετικά µε την τοπική σύγκλιση των µεθόδων µεταβλητής µετρικής αναπτύχθηκαν διάφορες 
ολοκληρωµένες θεωρίες τη δεκαετία του 1970. Τα σπουδαιότερα αποτελέσµατα οφείλονται 
στους Broyden et al. (1973) και Dennis & Moré (1974). Ένα τυπικό αποτέλεσµα τοπικής 
σύγκλισης ισχύει στην περιοχή ενός ελαχίστου της συνάρτησης σφάλµατος και θεωρεί ότι w∗

 
είναι ένα ελάχιστο στο οποίο η Εσσιανή είναι θετικά ορισµένη. Έτσι εάν w0  είναι στην περιοχή 
του w∗

 και µια προσέγγιση της Εσσιανής B0  είναι ικανοποιητικά κοντά στην πραγµατική 
Εσσιανή )( *2 wE∇ , τότε οι επαναλήψεις των αλγόριθµων συγκλίνουν στο w∗

 υπερ-γραµµικά. 
 
 

6. Αλγόριθµοι µάθησης µε ευρεία σύγκλιση 
 
Οι παραπάνω αλγόριθµοι µάθησης δε συγκλίνουν πάντα σε ένα τοπικό ελάχιστο w∗  όταν η 
αρχική τιµή του διανύσµατος βαρών w0  βρίσκεται µακριά από τη γειτονιά του τοπικού 
ελαχίστου. Αντίθετα ένας αλγόριθµος που έχει την ιδιότητα της ευρείας σύγκλισης (globally 
convergent algorithm) συγκλίνει σε ένα ελάχιστο ξεκινώντας από οποιαδήποτε αρχική συνθήκη 
(Dennis & Schnabel 1983, Byrd et al. 1987). Αυτή η συµπεριφορά διευκολύνει ιδιαίτερα τη 
διαδικασία εκπαίδευσης ΤΝ∆ καθώς τις περισσότερες φορές η µάθηση ενός προβλήµατος ξεκινά 
για το δίκτυο χρησιµοποιώντας τυχαία αρχικά βάρη, ως επί το πλείστον µακριά από ένα 
ελάχιστο, ενώ ο χρήστης καλείται να ρυθµίσει ευρετικά διάφορες παραµέτρους, κρίσιµες για τη 
σύγκλιση του αλγόριθµου και την επιτυχία της µάθησης. 
 
Η ευρεία σύγκλιση επιτυγχάνεται εφαρµόζοντας µεθόδους µη ακριβούς ευθύγραµµης ανίχνευσης 
(Brown & Saad 1990, 1994, Eisenstat & Walker 1994) και µεθόδους ασφαλούς περιοχής (Powell 



 

 

1975, Sorensen 1982, Moré 1983, Dennis & Schnabel 1983, Schultz et al. 1985, Møller 1993). 
Στη συνέχεια, η ανάλυση της σύγκλισης των αλγόριθµων µάθησης εστιάζεται στη χρήση 
µεθόδων µη ακριβούς ευθύγραµµης ανίχνευσης. Αυτές οι µέθοδοι είναι γνωστές για την ευκολία 
της υλοποίησής τους σε λογισµικό και για τη µικρή υπολογιστική πολυπλοκότητά τους. Η 
ενσωµάτωσή τους σε οποιοδήποτε αλγόριθµο που επαναληπτικά προσαρµόζει τα βάρη 
ακολουθώντας κατευθύνσεις µείωσης της συνάρτησης σφάλµατος εξασφαλίζει στον αλγόριθµο 
την ιδιότητα της ευρείας σύγκλισης (Magoulas et al. 2000b, Vrahatis et al. 2000a). 
 
 
7. Βασικές αρχές σύγκλισης 
 
Οι ιδιότητες σύγκλισης των µεθόδων ευθύγραµµης ανίχνευσης µπορούν να µελετηθούν 
µετρώντας την ποιότητα της κατεύθυνσης ανίχνευσης, όπως αυτή ορίζεται από τη γωνία που 
σχηµατίζεται µεταξύ της κατεύθυνσης µέγιστης κλίσης )( kE w∇−  και της κατεύθυνσης 
ανίχνευσης, δηλαδή  
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και λαµβάνοντας υπόψη το µήκος του βήµατος. 
 
Το µήκος του βήµατος καθορίζεται από µια επανάληψη της µεθόδου ευθύγραµµης ανίχνευσης. 
Μια στρατηγική που προτείνεται δέχεται ως βήµα ένα θετικό αριθµό που ικανοποιεί τις 
παρακάτω συνθήκες: 
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όπου 0<σ1<σ2<1. Οι δύο ανισότητες είναι γνωστές ως συνθήκες Wolfe. Η πρώτη ανισότητα 
εξασφαλίζει ότι η συνάρτηση σφάλµατος µειώνεται επαρκώς σε κάθε επανάληψη του 
αλγόριθµου µάθησης, ενώ η δεύτερη εµποδίζει το ρυθµό µάθησης να γίνει πολύ µικρός. Οι δύο 
αυτές ανισότητες αρκούν για να διασφαλιστεί η σύγκλιση σε ένα ελάχιστο αρκεί η γωνία µεταξύ 
της κατεύθυνσης ανίχνευσης και της κλίσης να είναι µικρότερη από 90ο (Wolfe 1969, 1970).  
 
Εύκολα µπορεί να αποδειχθεί ότι εάν η dk είναι µια κατεύθυνση µείωσης του αλγόριθµου 
µάθησης και η συνάρτηση σφάλµατος είναι παραγωγίσιµη και από κάτω φραγµένη κατά µήκος 
της ακτίνας }0| { >+ αα kk dw , τότε πάντοτε υπάρχουν µήκη βηµάτων που ικανοποιούν τις 
συνθήκες (7) (Wolfe 1969, 1971).  
 
Το παρακάτω θεώρηµα µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να εξασφαλιστεί ευρεία σύγκλιση και 
είναι ανεξάρτητο από τη µέθοδο που χρησιµοποιείται για το καθορισµό των κατευθύνσεων 
µείωσης ή των µηκών των βηµάτων. 
 
Θεώρηµα 1 (Zoutendijk 1970, Wolfe 1969, 1970). Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση E είναι κάτω 
φραγµένη στο ℜ q . Επίσης ότι για ένα αρχικό διάνυσµα βαρών w0 ∈ℜ q

 και για κάθε w σε µια 
περιοχή που περιέχει το αρχικό διάνυσµα βαρών, )}()(:{ 0www EES ≤= , η E είναι συνεχώς 
παραγωγίσιµη στο S( )w0  και Lipschitz συνεχής, δηλαδή υπάρχει µια σταθερά L>0 τέτοια ώστε 
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Τότε για κάθε επανάληψη της µορφής (1) και για οποιαδήποτε κατεύθυνση µείωσης dk  όπου ak 
ικανοποιεί τις συνθήκες του Wolfe (7)  ισχύει ότι  

.)(cos 2

1

2 ∞<∇�
≥

k
k

k E wθ                                               (9) 

 
Σκοπός της ανισότητας (8) είναι να τεθεί θεωρητικά ένα άνω φράγµα στο βαθµό της µη 
γραµµικότητας της συνάρτησης σφάλµατος και να διασφαλιστεί ότι οι πρώτες παράγωγοι είναι 
συνεχείς. Η ανισότητα (9) ονοµάζεται η ανισότητα του Zoutendijk και είναι χρήσιµη για την 
απόδειξη ευρείας σύγκλισης πολλών αλγόριθµων µάθησης. Έτσι αν οι επαναλήψεις (1) είναι 
τέτοιες ώστε ισχύει  

cos ,θ δk ≥ > 0  
για όλα τα k. Τότε συµπεραίνουµε απευθείας από την (9) ότι  

.0)(lim =∇
∞→ kk

E w                                                        (10) 

∆ηλαδή, εάν η κατεύθυνση ανίχνευσης δεν είναι ορθογώνια στην κλίση )( kE w∇− , τότε η 
ακολουθία των κλίσεων συγκλίνει στο µηδέν.  
 
Σύµφωνα µε αυτό το αποτέλεσµα ένας αλγόριθµος µάθησης που βασίζεται στη µέθοδο µέγιστης 
κλίσης έχει την ιδιότητα της ευρείας σύγκλισης αν χρησιµοποιεί ευθύγραµµη ανίχνευση που 
ικανοποιεί τις συνθήκες του Wolfe για τον καθορισµό του ρυθµού µάθησης. Σε αυτή την 
περίπτωση έχουµε cosθ k =1  για όλα τα k και ισχύει η (10). Ας σηµειωθεί πως για µεθόδους 
ευθύγραµµης ανίχνευσης της µορφής (1), το όριο (10) αποτελεί το καλύτερο αποτέλεσµα 
ευρείας σύγκλισης που µπορεί να επιτευχθεί.  
 
Για την ευρεία σύγκλιση αλγόριθµων που βασίζονται σε µεθόδους Newton και µεταβλητής 
µετρικής µπορεί να χρησιµοποιηθεί πάλι η (9) για να πάρουµε το αποτέλεσµα (10). Για το σκοπό 
αυτό υποθέτουµε ότι ο πίνακας Bk σε κάθε επανάληψη είναι θετικά ορισµένος (αυτό χρειάζεται 
για να κινηθούµε προς κατεύθυνση µείωσης) και ότι ο συντελεστής αστάθειάς του είναι 
φραγµένος για όλα τα k, δηλαδή: 

B Bk k
− ≤1 ∆,

 
για µια σταθερά ∆>0. Εάν επιπλέον η ευθύγραµµη ανίχνευση ικανοποιεί τις συνθήκες του Wolfe 
τότε από την (6) έχουµε ότι cos .θ k ≥1 ∆  Για αλγόριθµους που βασίζονται σε µεθόδους 
συζυγών κλίσεων δεν είναι δυνατό να δειχθεί ότι ισχύει το όριο (10) παρά µόνο η παρακάτω 
ασθενέστερη σχέση: 

.0)(inf lim =∇
∞→ kk

E w                                                    (11) 

Το συµπέρασµα που προκύπτει από τα παραπάνω είναι ότι για την ανάπτυξη αλγόριθµων 
µάθησης µε καλές ιδιότητες σύγκλισης απαιτείται να εξασφαλίζεται ότι η κατεύθυνση 
ανίχνευσης δε γίνεται ορθογώνια µε το διάνυσµα της κλίσης, ή ότι παρεµβάλλονται, µεθοδικά, 
επαναλήψεις της µεθόδου µέγιστης κλίσης µε το α k  να ικανοποιεί τις συνθήκες του Wolfe.  
 
Στην πράξη µια τεχνική που µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να εξασφαλιστεί η σύγκλιση είναι να 
ελέγχεται η γωνία µεταξύ της κατεύθυνση ανίχνευσης και του διανύσµατος της κλίσης και στην 
περίπτωση που είναι µικρότερη από µια προκαθορισµένη σταθερά τότε να αλλάζουµε την 
κατεύθυνση ανίχνευσης προς την κατεύθυνση της µέγιστης κλίσης. Επίσης έχει προταθεί η 
πληροφορία της γωνίας να λαµβάνεται υπόψη κατά την προσαρµογή των βαρών (Swanston et al. 
1994, Hsin et al. 1995).  



 

 

 
Ωστόσο ο υπολογισµός και ο έλεγχος της γωνίας σε κάθε επανάληψη αυξάνει την 
πολυπλοκότητα του αλγόριθµου χωρίς να αυξάνει απαραίτητα την ταχύτητα σύγκλισης σε ένα 
ελάχιστο της µη κυρτής συνάρτησης σφάλµατος. Στο σηµείο αυτό πρέπει να σηµειωθεί πως η 
ευρεία σύγκλιση δεν είναι το µόνο επιθυµητό χαρακτηριστικό ενός αλγόριθµου µάθησης. Η 
ταχύτητα της µάθησης αποτελεί συχνά σηµαντικότερο χαρακτηριστικό.  
 
Για τη µελέτη της ταχύτητας σύγκλισης ενός αλγόριθµου είναι χρήσιµο ένα κλασσικό 
αποτέλεσµα των Dennis & Moré (1974). Σύµφωνα µε τους Dennis και Moré η επαναληπτική 
σχέση (1) συγκλίνει µε ταχύτητα υπερ-γραµµική (superlinear) µόνο όταν  

( )     NN
kkkk O ddd +=α ,                                                   (12) 

όπου dk
N  είναι η κατεύθυνση Newton. Εποµένως για να επιτύχουµε γρήγορη µάθηση είναι 

απαραίτητο να προσεγγίσουµε ασυµπτωτικά την κατεύθυνση Newton. Ο έλεγχος της γωνίας 
µπορεί να εµποδίσει τη γρήγορη µάθηση, π.χ. ένας αλγόριθµος µάθησης που βασίζεται στη 
µέθοδο BFGS µπορεί να δηµιουργήσει ασταθείς προσεγγίσεις Bk της Εσσιανής, δηλαδή πίνακες 
µε µεγάλο συντελεστή αστάθειας. Σε τέτοιες περιπτώσεις δε µπορεί να καθοριστεί εάν αυτή η 
συµπεριφορά είναι επιθυµητή, ή εάν οι πίνακες Bk προσεγγίζουν ικανοποιητικά µια Εσσιανή µε 
µεγάλο συντελεστή αστάθειας (ill-conditioned). Για να αποφανθούµε θα έπρεπε να γνωρίζουµε 
το ίδιο το πρόβληµα που προσπαθούµε να επιλύσουµε. Έτσι στις εφαρµογές προτιµούµε όταν 
εκπαιδεύουµε ΤΝ∆ µε τη µέθοδο BFGS να αφήνουµε τους πίνακες Bk να εξελίσσονται ελεύθερα 
γιατί τότε επιταχύνεται η µάθηση. 

 
 

8. Πρακτική θεώρηση της ευρείας σύγκλισης αλγορίθµων µάθησης 
 
Τα προηγούµενα θεωρητικά αποτελέσµατα είναι χρήσιµα για την κατανόηση και τη µελέτη της 
συµπεριφοράς των αλγόριθµων µάθησης. Ωστόσο οι αλγόριθµοι αυτοί, ελαχιστοποιώντας τη µη 
γραµµική συνάρτηση σφάλµατος, έχουν να αντιµετωπίσουν κάποια από τα δυσκολότερα 
πρακτικά προβλήµατα που εµφανίζονται κατά τη βελτιστοποίηση µη γραµµικών συναρτήσεων. 
Οι κυριότερες δυσκολίες είναι: 
 

(i) Το κόστος υπολογισµού των τιµών της συνάρτησης σφάλµατος και των παραγώγων της. 
Στις εφαρµογές το υπολογιστικό κόστος αποτελεί το βασικό κριτήριο επιλογής του 
αλγόριθµου µάθησης, καθώς σε πολλές περιπτώσεις είναι προτιµότερες µερικές ακόµα 
επαναλήψεις ενός αλγόριθµου που βασίζεται στη µέθοδο µέγιστης κλίσης από τη χρήση 
περίπλοκων αλγόριθµων τοπικής σύγκλισης.  

 
(ii) Οι µη ακριβείς τιµές της συνάρτησης σφάλµατος. Είναι γνωστό πως οι αριθµητικοί 

υπολογισµοί υπόκεινται σε σφάλµατα ακρίβειας (Wilkinson 1963). Οι αριθµητικές 
πράξεις που απαιτούνται στις εξοµοιώσεις των αλγόριθµων µάθησης επηρεάζουν την 
ακρίβεια των τιµών της συνάρτησης σφάλµατος (Wray & Green 1995). Επιπλέον, τα 
χαρακτηριστικά των µη γραµµικών νευρώνων εµποδίζουν τον ακριβή υπολογισµό των 
συναρτησιακών τιµών του σφάλµατος και οδηγούν σε κορεσµό, τόσο στις εξοµοιώσεις 
όσο και στις υλοποιήσεις των ΤΝ∆ (Holt & Hwang 1993). 

 
(iii) Τα πολλαπλά ελάχιστα της συνάρτησης σφάλµατος. Η συνάρτηση σφάλµατος είναι µη 

κυρτή και δηµιουργείται από την υπέρθεση των µη γραµµικών συναρτήσεων 



 

 

ενεργοποίησης που ελαχιστοποιούνται σε διαφορετικά σηµεία. Όταν η τιµή της 
συνάρτησης σφάλµατος σε ένα ελάχιστο είναι µικρότερη από την «επιθυµητή», τίθεται το 
θέµα της ποιότητας του ελάχιστου. Για παράδειγµα, σε προβλήµατα προσέγγισης 
συναρτήσεων ή αναγνώρισης συστηµάτων υπάρχουν πολλαπλά «επιθυµητά» ελάχιστα 
που προσεγγίσουν, άγνωστο πόσο καλά, το ολικό ελάχιστο. Σε αυτές τις περιπτώσεις το 
πρόβληµα µπορεί να εξαλειφθεί χρησιµοποιώντας αρκετά µεγάλο αριθµό δεδοµένων. 
∆υστυχώς, υπάρχουν και περιπτώσεις που ο αλγόριθµος µάθησης συγκλίνει σε 
«ανεπιθύµητα» ελάχιστα, δηλαδή σε ελάχιστα µε συναρτησιακές τιµές µεγαλύτερες από 
την «επιθυµητή». Αυτό συµβαίνει για διάφορους λόγους, π.χ. όταν το πλήθος των 
νευρώνων δεν επαρκεί για τη συγκεκριµένη εφαρµογή ή όταν ο αλγόριθµος εκκινεί από 
ακατάλληλα αρχικά βάρη και εµποδίζει το ΤΝ∆ από το να µάθει πλήρως όλα τα πρότυπα. 
 
 

9. Ευρεία σύγκλιση µε στρατηγικές οπισθοδρόµησης 
 
Οι αλγόριθµοι µάθησης µε στρατηγικές ευθύγραµµης ανίχνευσης που ικανοποιούν τις συνθήκες 
του Wolfe ελαττώνουν το πλήθος των υπολογισµών της συνάρτησης σφάλµατος και των 
παραγώγων της σε σχέση µε τους αλγόριθµους τοπικής σύγκλισης που χρησιµοποιούν τεχνικές 
ακριβούς ευθύγραµµης ανίχνευσης.  
 
Στην πράξη είναι δυνατό ο αριθµός των απαιτούµενων υπολογισµών να µειωθεί περαιτέρω 
χρησιµοποιώντας µια διαφορετική στρατηγική ευθύγραµµης ανίχνευσης που ονοµάζεται 
οπισθοδρόµηση (backtracking) και τις τροποποιήσεις της. Η στρατηγική οπισθοδρόµησης 
εκµεταλλεύεται τον καλύτερο ρυθµό µάθησης που µπορεί να βρεθεί στο διάστηµα ],0( maxα , 

όπου α max  είναι ο µέγιστος ρυθµός µάθησης της εκάστοτε επανάληψης. Η ανίχνευση ξεκινά 
από το µέγιστο ρυθµό και εκτελώντας διαδοχικές ελαττώσεις του προχωρά προς το ελάχιστο έως 
ότου επιτευχθεί ικανοποιητική µείωση της συνάρτησης σφάλµατος. Για κριτήριο ικανοποιητικής 
µείωσης µπορούµε να χρησιµοποιούµε την πρώτη από τις συνθήκες του Wolfe (7) που 
εξασφαλίζει ότι η συνάρτηση σφάλµατος µειώνεται επαρκώς σε κάθε επανάληψη του 
αλγόριθµου µάθησης. Η παράµετρος )1,0(1 ∈σ  της πρώτης ανισότητας του Wolfe µπορεί να 
λαµβάνει µικρές τιµές σε επίπεδες επιφάνειες σφάλµατος, ώστε να περιορίζεται ο αριθµός των 
συναρτησιακών υπολογισµών αφού οι διαφορές των σφαλµάτων για τις διαδοχικές τιµές του 
ρυθµού είναι µηδαµινές, και µεγάλες τιµές σε απότοµες επιφάνειες, ώστε να εξασφαλίζεται η 
µεγαλύτερη δυνατή µείωση της συνάρτησης σφάλµατος. Η τιµή σ1 0 5= . , χωρίς να είναι 
πάντοτε η βέλτιστη, αποδείχθηκε στην πράξη πως κατά µέσο όρο περιορίζει τον αριθµό των 
συναρτησιακών υπολογισµών και χρησιµοποιήθηκε στις παρακάτω εξοµοιώσεις. 
 
Οι διαδοχικές ελαττώσεις του ρυθµού µάθησης συντελούνται µε διάφορους µηχανισµούς, όπως 
η διαίρεση µε ένα σταθερό συντελεστή ή µε µια εκτίµηση του βέλτιστου συντελεστή για κάθε 
επανάληψη. Πρέπει να σηµειωθεί πως η επιλογή του διαιρέτη δεν είναι κρίσιµη για την ευρεία 
σύγκλιση. Για παράδειγµα, ο διαιρέτης θα µπορούσε να είναι σταθερός και ίσος µε 2. Ένας 
διαιρέτης 10, ή 20, είναι πιθανόν καταλληλότερος σε περιπτώσεις που απαιτείται ο ρυθµός να 
κρατείται χαµηλός για πολλές διαδοχικές επαναλήψεις. Βέβαια τυχόν υπερβολική µείωση του 
ρυθµού µάθησης µπορεί τελικά να αυξήσει το υπολογιστικό κόστος, επιβαρύνοντας τον 
αλγόριθµο µε επιπλέον επαναλήψεις.  
 



 

 

Για το λόγο αυτό ο αλγόριθµος µπορεί να ενσωµατώνει και µηχανισµούς άνω και κάτω 
φράγµατος που εξασφαλίζουν ότι ο ρυθµός µάθησης κινείται σε επίπεδα που δεν επιβραδύνουν 
επικίνδυνα την εκπαίδευση, ενώ παράλληλα µειώνουν το σφάλµα σε κάθε επανάληψη. Τα 
φράγµατα αυτά έχουν το ίδιο θεωρητικό αποτέλεσµα µε τη δεύτερη από τις συνθήκες (7) 
(Dennis & Schnabel 1983), εµποδίζοντας το ρυθµό µάθησης από το να γίνει πολύ αργός, χωρίς 
να απαιτούν επιπλέον υπολογισµούς παραγώγων της συνάρτησης σφάλµατος.  
Πρέπει να σηµειωθεί πως η στρατηγική οπισθοδρόµησης µε φράγµατα στο ρυθµό µάθησης 
επιτρέπει να εγγυηθούµε την ευρεία σύγκλιση για τους αλγόριθµους µάθησης χωρίς τη χρήση 
ευθύγραµµης ανίχνευσης που ικανοποιεί τις συνθήκες του Wolfe (βλέπε το σχετικό αποτέλεσµα 
των Shultz et al. 1982). Έτσι στη πράξη µε αυτή τη στρατηγική µπορούµε να εξασφαλίσουµε 
την ευστάθεια του αλγόριθµου µάθησης και τη σθεναρότητά του σε ταλαντώσεις.  

 
 

10. Ανάλυση αλγορίθµων σε ένα κλασσικό παράδειγµα 
 
Η ταξινόµηση των τεσσάρων προτύπων του Αποκλειστικού-ΕΙΤΕ (XOR) σε δύο κατηγορίες, την 
0 και την 1, είναι ένα κλασσικό πρόβληµα για ΤΝ∆ (Jacobs 1988, Kollias & Anastasiou 1989, 
van Ooyen 1992, van der Smagt 1994). Το ΤΝ∆ έχει 2 γραµµικούς νευρώνες στην είσοδο, 2 µη 
γραµµικούς νευρώνες, που ακολουθούν τη λογιστική συνάρτηση (Haykin 1994), στο κρυµµένο 
επίπεδο και 1 ίδιου τύπου µη γραµµικό νευρώνα στην έξοδο. Αυτή η αρχιτεκτονική δηλώνεται 
για ευκολία 2-2-1 και περιλαµβάνει 9 βάρη.  
 
Η µάθηση του XOR παρουσιάζει µεγάλη εξάρτηση από τις αρχικές τιµές των βαρών και τις 
µεταβολές του ρυθµού µάθησης, ενώ εµφανίζει πολλαπλά ελάχιστα. Το ζήτηµα των πολλαπλών 
ελάχιστων σε αυτή την εφαρµογή έχει µελετηθεί αναλυτικά (Blum 1989, Lisboa & Perantonis 
1991). Τα Σχήµατα 1 και 2 παρουσιάζουν την επιφάνεια σφάλµατος του XOR και τις ισοϋψείς 
της στο διδιάστατο υπόχωρο του ℜ q που ορίζεται από τα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν στις 
ακραίες ιδιοτιµές της Εσσιανής, δηλαδή στη µεγαλύτερη και στη µικρότερη ιδιοτιµή της 
Εσσιανής της συνάρτησης σφάλµατος, σε ένα επιθυµητό ελάχιστο w∗  το οποίο αντιστοιχίζεται 
στο σηµείο (0, 0) των σχηµάτων. Η προσέγγιση αυτή βασίζεται στο ότι η Εσσιανή είναι 
πραγµατικός και συµµετρικός πίνακας και εποµένως όλες οι ιδιοτιµές της είναι πραγµατικές και 
τα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν στις διάφορες ιδιοτιµές είναι ορθογώνια. Σε αυτό το 
πλαίσιο οι κατευθύνσεις των αξόνων των ισοϋψών γραµµών δίνονται από τα ιδιοδιανύσµατα της 
Εσσιανής, ενώ το µήκος των αξόνων είναι αντίστροφα ανάλογο της τετραγωνικής ρίζας των 
αντίστοιχων ιδιοτιµών.  
 
Οι επίπεδες περιοχές του Σχήµατος 1 δηλώνουν σηµεία µε την ίδια συναρτησιακή τιµή. Η µορφή 
αυτή αναπαράστασης µιας γενικής επιφάνειας σφάλµατος µε )1( +q  διαστάσεις στις 3 
διαστάσεις προτάθηκε από τους Androulakis et al. (1997). Στη συγκεκριµένη περίπτωση αυτή η 
προσέγγιση µας επιτρέπει να οπτικοποιήσουµε την επιφάνεια σφάλµατος του 9-διάστατου 
προβλήµατος XOR γύρω από ένα ελάχιστο και να µελετήσουµε τη συµπεριφορά διάφορων 
αλγόριθµων µάθησης γύρω από το ελάχιστο και την ευαισθησία τους στις αρχικές τιµές των 
βαρών.  

 
Στη συνέχεια θα συγκρίνουµε την απόδοση πέντε διαδεδοµένων και πολυ γνωστών αλγόριθµων 
µάθησης στα ίδια 64000 αρχικά διανύσµατα βαρών γύρω από ένα τυχαίο ελάχιστο. Πιο 
συγκεκριµένα οι αλγόριθµοι ελέγχονται στα σηµεία: 

)( min
2

max
1

* ecec ++= ww , 



 

 

παίρνοντας κατάλληλο πλέγµα για τις παραµέτρους ]90,90[  ],50,50[ 21 −∈−∈ cc , το οποίο 
καθορίζει τις συντεταγµένες των εικονοστοιχείων (οθόνη VGA, 320×200, 256 χρώµατα) και 
χρησιµοποιώντας τα ιδιοδιανύσµατα e emax min,  που αντιστοιχούν στη µέγιστη και ελάχιστη 
ιδιοτιµή της Εσσιανής στο ελάχιστο w∗ . 
 
Οι αλγόριθµοι των οποίων αποτελέσµατα σύγκλισης παρουσιάζονται είναι οι εξής: µέγιστης 
κλίσης (SD), Fletcher-Reeves (FR), Polak-Ribière (PR), Davidon-Fletcher-Powell (DFP) και 
Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS), οι οποίοι µπορούν να βρεθούν στη βιβλιογραφία 
αναφορικά µε την βελτιστοποίηση χωρίς περιορισµούς (Dennis & Schnabel 1983, Luenberger 
1969, Polak (1997), Ortega & Rheinboldt 1970). Σε όλες τις περιπτώσεις η κλίση υπολογίστηκε 
µε την τεχνική της οπισθοδροµικής διάδοσης του σφάλµατος και χρησιµοποιήθηκε η στρατηγική 
της οπισθοδρόµησης για τον καθορισµό του ρυθµού µάθησης σε κάθε επανάληψη. Η εκπαίδευση 
θεωρείται επιτυχής όταν το σφάλµα µάθησης γίνεται E ≤ 0 04. . Τα αποτελέσµατα συνοψίζονται 
στον Πίνακα 1 όπου χρησιµοποιούνται τα εξής σύµβολα: µ είναι η µέση τιµή του αριθµού των 
υπολογισµών της συνάρτησης σφάλµατος, σ είναι η τυπική απόκλιση και Min/Max είναι ο 
ελάχιστος/µέγιστος αριθµός συναρτησιακών υπολογισµών που εκτελέστηκαν. Τέλος, % είναι το 
ποσοστό επιτυχίας του αλγόριθµου µάθησης που ταυτίζεται µε το ποσοστό σύγκλισης σε 
«επιθυµητά» ελάχιστα, δηλαδή σε βάρη τα οποία δίνουν τιµές σφάλµατος E ≤ 0 04. .  
 

 

 
 
Σχήµα 1: Η επιφάνεια σφάλµατος του προβλήµατος Αποκλειστικού-ΕΙΤΕ (XOR), γύρω από ένα επιθυµητό 
ελάχιστο, απεικονισµένη στο διδιάστατο υπόχωρο που ορίζεται από τα ακραία ιδιοδιανυσµάτα της Εσσιανής. 
Τα ιδιοδιανύσµατα υπολογίζονται στο συγκεκριµένο ελάχιστο, το οποίο στο σχήµα αντιστοιχίζεται στην αρχή 
των αξόνων. 



 

 

 

 
 
Σχήµα 2: Ισοϋψείς γραµµές της επιφάνειας σφάλµατος του προβλήµατος Αποκλειστικού-ΕΙΤΕ (XOR) 
απεικονισµένες στο διδιάστατο υπόχωρο που ορίζεται από τα ακραία ιδιοδιανυσµάτα της Εσσιανής. 
 
 

Πίνακας 1: Συγκριτικά αποτελέσµατα για το πρόβληµα XOR. 
Αλγόριθµος µ σ Min/Max % 
SD 83 309.41 7/9856 47.7 
FR 804 2357.01 20/24015 43.9 
PR 270 152.05 20/2383 48.2 
DFP 565 2252.78 20/25307 52.4 
BFGS 175 136.04 20/1691 55.9 

 
Τα αποτελέσµατα του Πίνακα 1 δείχνουν ότι η µέθοδος της µέγιστης κλίσης απαιτεί τον 
µικρότερο αριθµό υπολογισµών της συνάρτησης σφάλµατος και είναι η ταχύτερη στο µέσο όρο. 
Σηµειώνοντας ότι το ποσοστό επιτυχίας των αλγόριθµων συνδέεται µε το πρόβληµα της 
σύγκλισης σε ανεπιθύµητα ελάχιστα, που είναι ιδιαίτερα οξυµένο στο XOR, παρατηρούµε ότι η 
BFGS και η DFP εµφανίζουν τα καλύτερα ποσοστά επιτυχίας. Το ποσοστό επιτυχίας της 
µεθόδου µέγιστης κλίσης είναι αρκετά ικανοποιητικό, προσεγγίζοντας το ποσοστό της µεθόδου 
Polak-Ribière, που είναι υπολογιστικά πολυπλοκότερη. 
 
Ενδιαφέρον παρουσιάζει η συµπεριφορά των δύο αλγόριθµων που βασίζονται σε συζυγείς 
κλίσεις. Η συµπεριφορά της µεθόδου Fletcher-Reeves επαληθεύει τις θεωρητικές αναφορές και 
υπολείπεται της µεθόδου Polak-Ribière. Πέρα από το γεγονός ότι η µέθοδος Polak-Ribière έχει 
καλύτερα ποσοστά επιτυχίας και αισθητά καλύτερη µέση συµπεριφορά από τη συγγενή της 
µέθοδο, εµφανίζει έναν από τους δύο χαµηλότερους µέγιστους αριθµούς υπολογισµών των τιµών 
της συνάρτησης σφάλµατος, γεγονός που δίνει ιδιαίτερη βαρύτητα στη µέση συµπεριφορά της 
µεθόδου. Είναι επίσης ενδιαφέρον να παρατηρήσουµε στο Σχήµα 3 την ευαισθησία των 
αλγόριθµων από τα αρχικά βάρη, όπως φαίνεται από την κατανοµή των σηµείων στην περιοχή 
σύγκλισης απεικονισµένη στο διδιάστατο υπόχωρο του ℜ q .  

 



 

 

Σχήµα 3: Σύγκριση πέντε αλγόριθµων µάθησης στο πρόβληµα ταξινόµησης προτύπων Αποκλειστικού-ΕΙΤΕ 
(XOR). Κάθε σηµείο των παρακάτω εικόνων αντιστοιχεί σε ένα αρχικό διάνυσµα βαρών και χρωµατίζεται 
µαύρο ή άσπρο ανάλογα µε το αν ο αλγόριθµος, µε τη συγκεκριµένη αρχική τιµή, συγκλίνει σε επιθυµητό 
ελάχιστο, ή όχι. Τα σηµεία ορίζονται στο πλέγµα [-50, 50] × [-90, 90] και το κέντρο της εικόνας αντιστοιχεί 
στο σηµείο (0,0). 
 

 
Περιοχή σύγκλισης του αλγόριθµου  

µέγιστης κλίσης. 
 Περιοχή σύγκλισης του αλγόριθµου 

Fletcher-Reeves. 

 
Περιοχή σύγκλισης του αλγόριθµου 

Davidon-Fletcher-Powell. 
Περιοχή σύγκλισης του αλγόριθµου 

Polak-Ribière. 

 
Περιοχή σύγκλισης του αλγόριθµου  
Broyden-Fletchet-Goldfarb-Shanno. 
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